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Sommario




Introduzione



Dalla struttura dei network alle proprieta funzionali

“The ultimate goal in studying networks is to better understand the behavior of the
systems networks represent.” [Newman, Networks: an introduction]

Studio di un network

Proprieta strutturali Proprieta funzionali




Definizioni

Network  Un network é un Sistema composto Sistema  yp Sistema dinamico é un qualunque
da nodi (o vertici) e connessioni (o dinamico  sjstema il cui stato, rappresentato da
link). un set di variabili, cambia nel tempo

in accordo con delle regole o
equazioni.

* Un sistema dinamico su un network e un network in cui:
* | nodi descrivono un elemento del sistema con il suo set di variabili indipendenti.
* Le connessioni descrivono le interazioni tra gli elementi del network.



Sistemi dinamici su network

e Supponiamo di inscrivere una dinamica sui nodi del network:

ds;
" —ﬁ<sl>+ZAugl,(sl, 5)

/

Dinamica interna

Dinamica globale

La dinamica globale dipende sui nodi

La dinamica interna dipende solo :
afferenti.

sull’auto-interazione dei nodi

* 5; e scalare (in questo caso)

* Quindi e possibile definire un processo lungo un network e descrivere il
comportamento medio del sistema tracciando I'evoluzione temporale
degli stati dei nodi



Esempi di Dinamiche su Network

Processi diffusivi:
e Diffusione d’informazione
e Diffusione di una malattia

Dinamica sociale:
* Dinamica di consenso

Teoria dei giochi:

* Cooperazione tra gli agenti per
massimizzare il risultato

Attack tolerance:
* Resistenza ad attacchi, mirati o meno



Laplaciano del grafo



Laplaciano del grafo

* Processi di diffusione

* E’ una matrice che da informazioni su alcune proprieta strutturali del
grafo. Ottenuta applicando un processo di diffusione sul network.

L=D-A
D = degree matrix, A = adjacency matrix



Laplaciano del grafo

* Supponiamo di avere una qualsivoglia sostanza 1/) presente sui nodi di un network, che si
puo muovere lungo i link:

1); = sostanza presente nel nodo i — esimo

* || flusso dal nodo j al nodo i e descritto da:

CW;— ;)

C = costante di dif fusione

 La variazione di sostanza al nodo i-esimo e quindi

dy;

dtl = CEAij(l/)j — ;)
J




Laplaciano del grato
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Laplaciano del grato

L =D — A = Laplaciano del grafo = L = { —1 ifi # jec'éunlink (i,))

dy

dt

—

CLY

\ 0 altrimenti

Stessa forma
dell’equazione di
diffusione dei gas
L & V?



Laplaciano del grafo

Esprimiamo lﬁ(t) in termini degli autovettori del Laplaciano :
O(t) =) at)s

J

dpt) CLY %[Z a;(t)7)] :—CLZ a; (1)
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Proprieta di L

e Simmetrica =2 autovalori reali

* Non negativa 2 A; = 0 Vi = Non ci possono essere esponenziali
crescenti in nessun network!

 Ha almeno un autovalore uguale a zero = |'autovettore unitario e
sempre un autovettore del Laplaciano con autovalore uguale a zero

2iLij X1 =2:(6;ki —Aij) =k —2iA;;=ki—k; =0



Utilizzo del Laplaciano del grafo

e Ottenuto tramite processo di diffusione, da informazioni strutturali sul
network

e Graph partitioning

Supponiamo di avere un grafo suddiviso in c componenti disgiunte. Allora il Laplaciano
avra almeno ¢ autovalori uguali a zero =

e Connettivita algebrica:
* Misura di quanto bene sia connesso un network.
* Definita come il secondo autovalore piu piccolo del Laplaciano:

A,> 0 & il network € connesso

e Utilizzata in un particolare tipo di graph partitioning: Spectral partitioning



Erdos-Renyi, clusterizzazione e graph

itioning

part




Modello Sl



SI model

e Rappresentazione di uno spread
epidemico
» S| - 2 stati:

» S:susceptible = individuo sano
ma in grado di venire infettato

* |:infected = individuo infetto in
grado di passare la malattia




Dinamica del S

* S(t) = numero di individui sani,

[(t) = numero di individui

infetti

* La malattia si puo trasmettere sono al contatto tra un individuo infetto e uno

suscettibile.

A

p = rate di contatto

(ds(t)  SI
d¢ " N
i) SI

_dt "N

S(t)




Soluzione Fully mixed

* Non si tiene in considerazione un network: ciascun individuo ha una
possibilita uguale, al tempo t, di entrare in contatto con ciascun altro.

ds(t) S S ds(t)

- Py ST W aw - Pst
dI(t) S — di(t) .
—_— — . I —

dt 'BN L=y dt ’BSl

N=S+I=>s+i=1

di .
E=ﬁ(1—l)l=>

1 Ji — Bd = (1) — Lo
=0 i = Bdt =|i(t) = ,
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Barabasi — Albert con 5000 nodiem=1

A small initial number of infected individuals in an 51 model (1% in this example) will at first grow

exponentially as they infect others, but growth eventually saturates as the supply of susceptible individuals
is exhausted, and the curve levels off at x = 1.



Epidemia su grafo

* Uipotesi della soluzione Fully mixed non e realistica

e Si definisce il valore da dare al rate di contatto e si simula 'andamento
per diverse configurazioni.

* Comportamento a t — oo: tutti i nodi connessi tra loro e con almeno
un nodo infetto diventeranno anch’essi infetti



Esempio con Barabasi Albert con m =2

5000 -

4000 T

3000 A
—— Individui infetti

—— Individui suscettibili/sani
2000 A

1000 A

0 200 400 600 800 1000



Spreading epidemico e dipendenza dalla struttura del
network

Nodi infetti per un Barabasi Albert con m = 2

5000 A
4000 A
Lo spreading dipende non solo dal rate di contatto "
. L
ma anche dal grado del nodo infetto. Z 3000 -
U
R
Un gradg maggiore |.m|.ol|ca un maggior numero C.il N £ 2000-
connessioni e quindi di possibili individui suscettibili =
da infettare. —— Starting with node of degree 7
1000 A —— Starting with node of degree 32
—— Starting with node of degree 49
—— Starting with node of degree 69
0 - —— Starting with node of degree 143
(') 2(')0 4(')0 660 860 10b0
Time

Simulazioni di uno spreading epidemico di tipo Sl su un
Barabasi-Albert con m = 2 con diverso nodo iniziale



Spreading epidemico e dipendenza dalla struttura del
network

Erdos-Renyi

Degree Distribution

Barabasi-Albert

Degree distribution
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Distribuzione a coda pesante: pochi nodi .
. ) Distribuzione random
con grado alto e molti nodi con grado basso

Per il Barabasi-Albert & probabilisticamente piu facile prendere nodi con basso grado.
Tuttavia se viene preso il nodo con grado piu alto si € in grado d’infettare il network ad una velocita molto piu alta

(Robustness)



Spreading epidemico e dipendenza dalla struttura del
network

Infectious nodes

Nodi infetti per un Barabasi-Albert con m=2

5000 A

4000 A

3000 A

2000 A

1000 A

Starting with node of degree 17
Starting with node of degree 33
Starting with node of degree 43
Starting with node of degree 143
Starting with node of degree 197

Time

600 800 1000

Infectious nodes

Nodi infetti per un Erdos Renyi idempotente
al Barabasi-Albert
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Modello Sl e Laplaciano del grafo

* Comportamento a t — oo: tutti i nodi connessi tra loro e con almeno
un nodo infetto diventeranno anch’essi infetti

* Cosa succede se il grafo ha delle componenti disgiunte?

* Dagli autovalori del laplaciano possiamo estrarre il numero di
componenti del grafo (Graph partitioning)

[ 0 ...




Erdos-Renyi (5000 nodi) con valori crescenti di p appena sopra il valore limite per la
creazione di un giant component

"= 1/(N-1)



| piu grande componente connesso

Erdos Renyi con 1000 nodi e valore di p soprail 30 % dip”

* Si puo utilizzare il Laplaciano per

calcolare il numero di componenti 1000
del grafo e ottenere la grandezza
del piu grande componente
connesso. 8001
* La dimensione del componente piu 3
grande del grafo determina il valore o %907
del piu alto numero di elementi che =
possono essere infettati nel £ 4004
network —— Starting with node of degree 1
—— Starting with node of degree 2
—— Outside the giant component
200 ~ —— Starting with node of degree 3
—— Starting with node of degree 4
—— Starting with node of degree 6
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Gruppo di rinormalizzazione su grafi

Il laplaciano regola I'evoluzione dell’informazione di un dato stato iniziale del network s(0), che evolve nel tempo
come:

s(@) = e "Ls(0)

~

Propagatore dell'informazione: K = e~ *-

)76 e—rZ
Tr(K) Tr(e— )

p(T) =

Due nodi processano informazione reciprocamente quando raggiungono un valore piu grande o uguale alle

informazioni contenute in uno dei due nodi interessati.
Pij
min(py;, pj;)

p' =

Traccia e la somma su tutti i possibili percorsi, di conseguenza € una somma su tutte le possibili
evoluzioni del sistema (traccia sul propagatore), quindi quella € la densita di informazione accessibile
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. Build the network meta graph composed of hetero-

geneous disjoint blocks of n; nodes for 7 ~ 7*, as
established by the information network defocusing

. Replace each block of connected nodes with a single

supernode.

. Consider supernodes as a single node incident to

any edge to the original n; nodes.

. Renormalize



Conclusioni

* Processo di diffusione sui nodi: Laplaciano del grafo

* Proprieta strutturali del network influenzano
I’evoluzione temporale del sistema

* Modello di spreading epidemico

* A cosa stare attenti?:
* Influenza delle proprieta principali del network

* Influenza secondaria: gradi dei nodi ma anche
dove si trovano rispetto al network.
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